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A disszerta´cio´ Bernstein e´s Zygmund klasszikus eredme´nyeire e´pu¨l, melyek 2pi perio´dikus
fu¨ggve´nyek Fourier-sora´nak abszolu´t konvergencia´ja´ra adnak elegendo˝ felte´teleket. Nevezetesen,
ha az f(x) fu¨ggve´ny α-rendu˝ Lipschitz felte´telnek tesz eleget α > 1/2 esete´n, illetve ha korla´tos
va´ltoza´su´ e´s α-rendu˝ Lipschitz felte´telnek tesz eleget α > 0 esete´n, akkor az f fu¨ggve´ny Fourier-
sora abszolu´t konvergens (la´sd pe´lda´ul [19]).
Ezen te´teleknek sza´mos a´ltala´nos´ıta´sa ismert, pe´lda´ul Sza´sz [12], Salem [9] e´s a legu´jabbak
ko¨zo¨tt eml´ıtendo˝, Gogoladze e´s Meskhia [4] munka´iban. A disszerta´cio´ elso˝ re´sze´ben ezen
te´teleket terjesztju¨k ki egyva´ltozo´s Fourier-sorokro´l ketto˝s Fourier-sorokra.
A disszerta´cio´ ma´sodik re´sze´ben ketto˝s Walsh-Fourier-sorok abszolu´t konvergencia´ja´t vizsga´ljuk.
Mo´ricz F. [5] egyva´ltozo´s Walsh-Fourier-sorok abszolu´t konvergencia´ja´t vizsga´lo´ eredme´nyei
alapja´n elegendo˝ felte´telek adunk a (loka´lis, illetve globa´lis) diadikus folytonossa´gi modulus
e´s a korla´tos s-fluktua´cio´ felhaszna´la´sa´val ketto˝s Walsh-Fourier-sorok abszolu´t konvergencia´ja´ra.
U´j eredme´nyek: Ketto˝s Fourier sorok






fˆ(m,n)ei(mx+ny), (x, y) ∈ T2







f(x, y)e−i(mx+ny) dx dy, (m,n) ∈ Z2.
Az f ∈ Lp(T2) fu¨ggve´ny integra´l folytonossa´gi modulusa´nak nevezzu¨k (Lp norma´ban) az






|∆1,1f ;x, y;h1, h2)|pdxdy
)1/p
,
0 < h1 ≤ δ1 and 0 < h2 ≤ δ2
}
, δ1, δ2 > 0
fu¨ggve´nyt, ahol
(1) ∆1,1(f ;x, y;h1, h2) := f(x+ h1, y + h2)− f(x, y + h2)
−f(x+ h1, y) + f(x, y), (x, y) ∈ T2 e´s h1, h2 > 0.
Az f ∈ C(T2) fu¨ggve´ny folytonossa´gi modulusa hasonlo´an definia´lhato´:
ω(f ; δ1, δ2) := sup{|∆1,1(f ;x, y;h1, h2)| :
(x, y) ∈ T2, 0 < h1 ≤ δ1 and 0 < h2 ≤ δ2}, δ1, δ2 > 0
1
Ko¨vetve Gogoladze e´s Meskhia [4] defin´ıcio´ja´t egyszeres sorokra, azt mondjuk, hogy a γ =
{γmn : (m,n) ∈ N2+} nemnegat´ıv sza´mokbo´l a´llo´ ketto˝s sorozat benne van az Aα oszta´lyban













(3) D0 := {1}, Dµ := {2µ−1 + 1, 2µ−1 + 2, . . . , 2µ}, µ ∈ N+.
Legyen tova´bba´
(4) D−1 := D0 = {1},
e´s
(5) γ−m,n = γm,−n = γ−m,−n := γmn, (m,n) ∈ N2+.
Tova´bbi re´szletek megtala´lhato´k [4] e´s [13] cikkekben.
1. Te´tel. Legyen f ∈ Lp(T2), 1 < p ≤ 2. Ha
γ = {γmn} ∈ Ap/(p−rp+r), r ∈ (0, q) esete´n,































γmn minden µ, ν ≥ −1 esete´n
a (4) alatti mega´llapoda´ssal e´s
(8) Γ−1,ν := Γ0ν , Γµ,−1 := Γµ0 µ, ν ≥ 0 esete´n, e´s Γ−1,−1 := Γ00 = {γ11}.
1. Ko¨vetkezme´ny. Az 1. Te´tel felte´telei mellett
(9)
∑

















Az f ∈ C(T2) fu¨ggve´ny a Lip(α1, α2) Lipschitz fu¨ggve´nyoszta´lyba tartozik valamely α1, α2 >
0 esete´n, ha





E´rdemes ku¨lo¨n figyelmet ford´ıtanunk az 1. Te´telre abban a specia´lis esetben, amikor f ∈
Lip(α1, α2) e´s γmn ≡ 1, illetve γ ≡ mβ1nβ2 e´s r = 1.
2. Ko¨vetkezme´ny. Legyen f ∈ Lip(α1, α2) valamely α1, α2 > 0 esete´n e´s legyen 1 < p ≤ 2
tetszo˝leges. Ha
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3. Ko¨vetkezme´ny. Legyen f ∈ Lip(α1, α2) valamely α1, α2 > 0 esete´n e´s legyen 1 < p ≤ 2.
Ha β1, β2 ∈ R teljes´ıtik a
βj < αj − 1
p








Megjegyezzu¨k, hogy az 1. Te´tel e´s az 1. Ko¨vetkezme´ny λmn ≡ 1, p = 2 e´s r = 1 esetben
a [7] alatti cikkben, λmn ≡ 1, p = 2 esetben pedig [14] alatti cikkben re´szletesen megtala´lhato´.
Abban a specia´lis esetben, amikor λmn ≡ 1, p = 2 and r = 1, a (6) alatti egyenlo˝tlense´g jobb
oldala´n le´vo˝ sor konvergens, ha
f ∈ Lip(α1, α2) valamely α1, α2 > 1/2 esete´n.
E´rdemes megeml´ıteni, hogy az 1. Te´tel e´s az 1. Ko¨vetkezme´ny igaz marad akkor is, ha a
folytonossa´gi modulust kicsere´lju¨k a simasa´gi modulusra az a´ll´ıta´sban.
Az f = f(x, y) mindke´t va´ltozo´ja´ban 2pi periodikus fu¨ggve´nyt Vitali e´rtelemben korla´tos
s-va´ltoza´su´nak nevezzu¨k, jelo¨le´se: f ∈ BVs(T2), ha






|f(xk, yl)− f(xk−1, yl)−
f(xk, yl−1) + f(xk−1, yl−1)|s <∞,
3
ahol a szupre´mumot T2 o¨sszes lehetse´ges
P1 : −pi = x0 < x1 < x2 < . . . < xm = pi e´s
P2 : −pi = y0 < y1 < y2 < . . . < yn = pi
feloszta´son e´rtju¨k. Az s = 1 eset defin´ıcio´ja megtala´lhato´ Clarkson e´s Adams cikke´ben [3].
Ha az f ∈ BVs(R) fu¨ggve´ny f(·, c) e´s f(a, ·) margina´lis fu¨ggve´nyei korla´tos s-va´ltoza´su´ak az
[a, b] e´s [c, d] intervallumokon, akkor az f fu¨ggve´nyt Hardy e´s Krause e´rtelemben vett korla´tos
s-va´ltoza´su´nak nevezzu¨k, jelo¨le´se: f ∈ BV sH(R). (La´sd [3].)
2. Te´tel. Legyen f ∈ C(T2) ∩BVs(T2) valamely s ∈ (0, 2) esete´n. Ha

























ahol κ az α := 2/(2 − r) e´rte´khez tartozo´ konstans a (2) alatti egyenlo˝tlense´gben, Vs(f) a (13)
alatt definia´lt tota´lis s-va´ltoza´s, Γµν pedig a (7) e´s (8) alatt definia´lt o¨sszeg.
4. Ko¨vetkezme´ny. A 2. Te´tel felte´telei mellett
(15)
∑















Hasonlo´an az 1. Te´telhez, itt is e´rdemes megfogalmazni azt a ke´t specia´lis esetet a 2. Te´tel
ko¨vetkezme´nyeke´nt, amikor f ∈ BVs(T2) ∩ Lip(α1, α2) e´s γ ≡ 1, illetve r = 1 e´s γmn = mβ1nβ2 ,
ahol β1, β2 ∈ R.




1 + (1− s/2) min{α1, α2} ,
akkor (11) teljesu¨l.
6. Ko¨vetkezme´ny. Legyen f ∈ Lip(α1, α2) ∩ BVs(T2) valamely α1, α2 > 0 e´s 0 < s < 2
esete´n. Ha
βj < (1− s/2)αj, j = 1, 2,
4
akkor (12) teljesu¨l.
A 2. Te´tel e´s a 4. Ko¨vetkezme´ny γmn ≡ 1, s = 1 e´s r = 1 esetben [7] alatti cikkben,
λmn ≡ 1, s = 1 esetben pedig [14] alatti cikkben re´szletesen megtala´lhato´. Abban a specia´lis





















valamely β1, β2 >
2
2− s esete´n.
Ke´so˝bb felhaszna´ljuk a ko¨vetkezo˝, Berkson neve´hez fu˝zo˝do˝ felbonta´si te´telt [1] : az f fu¨ggve´ny
akkor e´s csak akkor abszolu´t folytonos az R := [a, b]× [c, d] te´glalapon (jelo¨le´s: f ∈ AC(R)), ha
le´tezik olyan g ∈ AC([a, b]), h ∈ AC([c, d]) e´s φ ∈ L1(R), hogy





φ(u, v) du dv, x ∈ [a, b], y ∈ [c, d].
Zygmund te´tele´nek to¨bb va´ltozo´ra valo´ kiterje´szte´se a 2. Te´tel
ko¨vetkezme´nyeke´nt ado´dik a γmn ≡ 1, s = 1 e´s r = 1 specia´lis esetben.






|fˆ(m,n)| ≤ CpV 1/22 (f)‖fx,y‖1/2Lp .
O¨sszekombina´lva az 1., 2. e´s 3. Te´teleket a megfelelo˝ egyva´ltozo´s eredme´nyekkel, ko¨nnyen







sor konvergencia´ja´ra. Ennek bemutata´sake´nt a ko¨vetkezo˝ re´szben ismertetu¨nk ne´ha´ny ko¨vetkezme´nyt
abban a specia´lis esetben, amikor γmn ≡ 1 e´s r = 1. Az ı´gy kapott felte´telek biztos´ıtja´k az f
fu¨ggve´ny ketto˝s Fourier-sora´nak abszolu´t konvergencia´ja´t.
Megjegyezzu¨k, hogy az ismertetett eredme´nyek to¨bbse´ge kiterjesztheto˝ to¨bbva´ltozo´s trigonometrikus
Fourier-sorokra is (re´szleteke´rt la´sd [6] e´s [7].)
U´j eredme´nyek: ketto˝s Fourier-sorok abszolu´t konvergencia´ja
Az (18) alatti sor konvergencia´ja´nak vizsga´lata´hoz a specia´lis γmn ≡ 1 e´s r = 1 esetben















|fˆ(m, 0)| − |fˆ(0, 0)|.
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Az n = 0 e´s m = 0 specia´lis esetben az fˆ(m,n) egyu¨tthato´kra





f(x, y)dy, x ∈ T;
e´s





f(x, y)dx, y ∈ T.
O¨sszekombina´lva Bernstein e´s Zygmund egyva´ltozo´s Fourier-sorok abszolu´t konvergencia´ja´ro´l
szo´lo´ te´teleit (la´sd pe´lda´ul [2], [15], [17] e´s [18]) az 1., 2. e´s 3. Te´tellel, megkapjuk a te´telek
kiterjeszte´se´t ketto˝s Fourier-sorok abszolu´t konvergencia´ja´ra.
7. Ko¨vetkezme´ny. Ha f : T2 → R fu¨ggve´ny olyan, hogy f ∈ Lip(α1, α2), f1 ∈ Lip(α3) e´s
f2 ∈ Lip(α4) valamely αj > 1/2, j = 1, 2, 3, 4 esete´n; ahol f1 e´s f2 (19) e´s (20) alatt definia´lt
fu¨ggve´nyek, akkor az f Fourier-sora abszolu´t konvergens.
8. Ko¨vetkezme´ny. Ha az f : T2 → R fu¨ggve´ny olyan, hogy f ∈ Lip(α1, α2) ∩ BVH(T2),
f1 ∈ Lip(α3)∩BV (T) e´s f2 ∈ Lip(α4)∩BV (T) valamely αj > 0, j = 1, 2, 3, 4 e´s 0 < s, s1, s2 < 2
esete´n, ahol f1 e´s f2 (19) e´s (20) alatt definia´lt fu¨ggve´nyek, akkor az f Fourier-sora abszolu´t
konvergens.
9. Ko¨vetkezme´ny. Ha f ∈ AC(T2), fx,y ∈ Lp(T2), g′ ∈ Lp1(T) e´s h′ ∈ Lp2(T) valamely
p, p1, p2 > 1 esete´n, ahol g e´s h (16) alatt definia´lt fu¨ggve´nyek, akkor az f Fourier-sora abszolu´t
konvergens.
U´j eredme´nyek: ketto˝s Walsh-Fourier-sorok
Legyen f : I2 → R fu¨ggve´ny Lebesgue integra´lhato´ az I2 = [0, 1) × [0, 1) egyse´gne´gyzeten,
jelo¨le´sekkel: f ∈ L1(I2). Az f fu¨ggve´ny ketto˝s Walsh-Fourier-sora´n a












f(x, y)wm(x)wn(y) dx dy, m, n ∈ N,
az f fu¨ggve´ny m-edik Walsh-Fourier-egyu¨tthato´ja e´s wm(x) az m-edik Walsh-fu¨ggve´ny.
Jelo¨lje CW (I2) az o¨sszes W -folytonos fu¨ggve´ny halmaza´t, ahol az I2 egyse´gne´gyzeten e´rtelmezett
diadikus topolo´gia´t az
(23) I(k,m; l, n) := I(k,m)× I(l, n)
6
= [k2−m, (k + 1)2−m)× [l2−n, (l + 1)2−n),
0 ≤ k < 2m, 0 ≤ l < 2n e´s k, l,m, n ∈ N
diadikus te´glalapok genera´lja´k. Az f ∈ CW (I2) fu¨ggve´ny (globa´lis) diadikus folytonossa´gi modu-
lusa´n az
ω(f ; δ1, δ2) := sup{|∆1,1f(x, y;h1, h2)| : (x, y) ∈ I2,
0 ≤ hj < δj, j = 1, 2}, 0 < δj ≤ 1
fu¨ggve´nyt e´rtju¨k, ahol
(24) ∆1,1f(x, y;h1, h2) := f(xu h1, y u h2)− f(x, y u h2)
−f(xu h1, y) + f(x, y).
Az f ∈ Lp(I) fu¨ggve´ny diadikus Lp-folytonossa´gi modulusa´n, 1 ≤ p <∞, az





|∆1,1f(x, y;h1, h2)|p dx dy
)1/p
:
0 ≤ hj < δj, j = 1, 2}
fu¨ggve´nyt e´rtju¨k.
Legyen α1, α2 > 0, az f ∈ CW (I2) fu¨ggve´ny a Lip(α1, α2;W ) diadikus Lipschitz-oszta´lyba
tartozik, ha
ω(f ; δ1, δ2) ≤ Cδα11 δα22 , 0 < δ1, δ2 ≤ 1,
ahol C olyan konstans, ami csak az f fu¨ggve´nyto˝l fu¨gg. Hasonlo´an, α1, α2 > 0 e´s 1 ≤ p < ∞
esete´n az f ∈ Lp(I2) fu¨ggve´ny benne van a Lip(α1, α2;Lp) Lipschitz-oszta´lyban, ha
ω(f ; δ1, δ2)p ≤ Cδα11 δα22 , 0 < δ1, δ2 ≤ 1.
A diadikus te´glalapokra vezessu¨k be a ko¨vetkezo˝ jelo¨le´st:
I(k,m; l, n) := I(k,m)× I(l, n) =: I × J,
ahol 0 ≤ k < 2m, 0 ≤ l < 2n; k, l,m, n ∈ N. Ezek uta´n bevezethetju¨k a loka´lis diadikus
folytonossa´gi modulusa´t az f ∈ CW (I2) fu¨ggve´nynek:
ω(f ; I × J) := sup{|∆1,1f(x, y;h1, h2)| : (x, y) ∈ I × J,
0 ≤ h1 < |I|, 0 ≤ h2 < |J |},
ahol |I| = 2−m e´s |J | = 2−n az I e´s J intervallumok hossza. Tova´bba´, az f ∈ Lp(I2), 1 ≤ p <∞
fu¨ggve´ny loka´lis diadikus Lp-folytonossa´gi modulusa´n az
ω(f ; δ1, δ2)p := sup
{(
1









0 ≤ h1 < |I|, 0 ≤ h2 < |J |}
fu¨ggve´nyt e´rtju¨k.
Ve´gu¨l, az f : I2 → R fu¨ggve´ny korla´tos s-fluktua´cio´ju´, 0 < s <∞, jelo¨le´sekkel: f ∈ BFs(I2),
ha









|ω(f ; I(k,m)× I(l, n))|s
)1/s
<∞.
4. Te´tel. Legyen f ∈ Lp(I2), 1 < p ≤ 2. Ha


















2−(µ+ν)r/qΓµ−1,ν−1|ω(f ; 2−µ, 2−ν)p|r,
ahol κ az α := p/(p− rp+ r) e´rte´khez tartozo´ konstans a (2) alatti egyenlo˝tlense´gben, Γµν pedig
a (7) e´s (8) alatt definia´lt o¨sszeg.
E´rdemes megfogalmazni a 4. Te´telt abban a specia´lis esetben, amikor f ∈ Lip(α1, α2;W )p
e´s γmn ≡ 1, illetve γmn = mβ1nβ2 e´s r = 1.
10. Ko¨vetkezme´ny. Legyen f ∈ Lip(α1, α2;W )p, α1, α2 > 0 e´s 1 < p ≤ 2. Ha
q








11. Ko¨vetkezme´ny. Legyen f ∈ Lip(α1, α2;W )p, α1, α2 > 0 e´s 1 < p ≤ 2. Ha β1, β2 ∈ R
teljes´ıtik a
βj < αj − 1
p



























|ω(f ; I(k, µ; l, ν))p|p
)1/p
,
ahol κ az α := p/(p− rp+ r) e´rte´khez tartozo´ konstans a (2) alatti egyenlo˝tlense´gben, Γµν pedig
a (7) e´s (8) alatt definia´lt o¨sszeg, I(k, µ; l, ν) (23) alaku´ diadikus te´glalap.
6. Te´tel. Legyen f ∈ CW ∩BFs(I2), 0 < s < 2. Ha













2−(µ+ν)rΓµ−1,ν−1|ω(f ; 2−µ, 2−ν)|(1−s/2)r,
ahol κ az α := 2/(2 − r) e´rte´khez tartozo´ konstans a (2) alatti egyenlo˝tlense´gben, Γµν a (7) e´s
(8) alatt definia´lt o¨sszeg, Fls(f) pedig a (25) alatt bevezetett tota´lis s-fluktua´cio´.
A 4. Te´telhez hasonlo´an itt is megfogalmazzuk azokat a specia´lis eseteket, amikor γmn ≡ 1,
illetve r = 1 e´s γmn = m
β1nβ2 .
12. Ko¨vetkezme´ny. Legyen f ∈ Lip(α1, α2;W ) ∩BFs(I2), α1, α2 > 0 e´s 0 < s < 2. Ha
r >
1
1 + (1− s/2) min{α1, α2} ,
akkor (28) teljesu¨l.
13. Ko¨vetkezme´ny. Legyen f ∈ Lip(α1, α2;W ) ∩ BFs(I2), α1, α2 > 0 e´s 0 < s < 2. Ha
β1, β2 ∈ R teljes´ıtik a
βj < (1− s/2)αj, j = 1, 2,
felte´telt, akkor (29) teljesu¨l.
O¨sszekombina´lva a 4. e´s 6. Te´teleket az egyszeres Walsh-Fourier-sorok abszolu´t konver-







sor konvergencia´ja´ra. Ennek bemutata´sake´nt a ko¨vetkezo˝ re´szben ismertetu¨nk ne´ha´ny ko¨vetkezme´nyt
abban a specia´lis esetben, amikor γmn ≡ 1 e´s r = 1. Az ı´gy kapott felte´telek biztos´ıtja´k az f
fu¨ggve´ny ketto˝s Walsh-Fourier-sora´nak abszolu´t konvergencia´ja´t.
Tova´bbi re´szletek olvashato´k [8] alatti cikkben.
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U´j eredme´nyek: ketto˝s Walsh-Fourier sorok abszolu´t konvergencia´ja
A (33) alatti sor konvergencia´ja´nak vizsga´lata´hoz a specia´lis γmn ≡ 1 e´s r = 1 esetben
















|fˆ(m, 0)| − |fˆ(0, 0)|.
Az n = 0 e´s m = 0 specia´lis esetben az fˆ(m,n) egyu¨tthato´kra
(34) fˆ(m, 0) = fˆ1(m), ahol f1(x) :=
∫ 1
0
f(x, y) dy, x ∈ I;
e´s
(35) fˆ(0, n) = fˆ2(n), ahol f2(y) :=
∫ 1
0
f(x, y) dx, y ∈ I.
O¨sszekombina´lva Bernstein e´s Zygmund egyva´ltozo´s Fourier-sorok abszolu´t konvergencia´ja´ro´l
szo´lo´ te´teleinek diadikus a´ltala´nos´ıta´sa´t (la´sd pe´lda´ul [10]) a 4. e´s 6. Te´tellel, megkapjuk a te´telek
kiterjeszte´se´t ketto˝s Walsh-Fourier-sorok abszolu´t konvergencia´ja´ra.
14. Ko¨vetkezme´ny. Ha az f : I2 → R fu¨ggve´ny olyan, hogy f ∈ Lip(α1, α2;W ), f1 ∈
Lip(α3;W ) e´s f2 ∈ Lip(α4;W ) valamely αj > 1/2, j = 1, 2, 3, 4 esete´n, ahol f1 e´s f2 (34) e´s (35)
alatt definia´lt fu¨ggve´nyek, akkor f Walsh-Fourier-sora abszolu´t konvergens.
15. Ko¨vetkezme´ny. Ha az f : I2 → R fu¨ggve´ny olyan, hogy f ∈ Lip(α1, α2;W ) ∩ BFs(I2),
f1 ∈ Lip(α3;W ) ∩ BFs1(I) e´s f2 ∈ Lip(α4;W ) ∩ BFs2(I) valamely αj > 0, j = 1, 2, 3, 4 e´s
0 < s, s1, s2 < 2 esete´n, akkor f Walsh-Fourier-sora abszolu´t konvergens.
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Nyilatkozat
Alul´ırott, Dr. Mo´ricz Ferenc nyilatkozom arro´l, hogy az ”Absolute convergence of multiple
Fourier series”, ”Absolute convergence of multiple Fourier series revisited” e´s az ”Absolute con-
vergence of Walsh-Fourier series and related results” c´ımu˝ cikkek Veres Antallal ko¨zo¨s munka´ink,
melyekben a jelo¨lt saja´t munka´ja hozza´veto˝legesen 50%.
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